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Rozprawa Pani magister Bednarskiej dotyczy jednego z najwazniejszych uogélnien
rachunku sekwentowego zwanego rachunkiem hipersekwentéw. Rachunki sekwentowe
zostaly skonstruowane przez Gerharda Gentzena w latach 30tych ubiegtego wieku 1 szybko
staly sie, obok systemow dedukcji naturalnej, jednym z podstawowych narzedzi
wspolczesne) teorii dowodu. W drugiej polowie XX w. kiedy zaczgto stosowaé metody
teoriodowodowe do rozmaitych logik nicklasycznych okazalo si¢ jednak, Ze standardowy
rachunek sekwentéw nie zawsze dobrze si¢ nadaje do ich analizy a uzyskiwane
formalizacje nie posiadaja wielu interesujacych wiasnosei, ktére przesadzaly o tym, ze
rachunek sekwentéw tak dobrze sprawdzat sie w odniesieniu do logiki klasycznej 1 teorn
budowanych na klasycznej podstawie. To spowodowalo, ze zaczeto konstruowac rozmaite
uogdblnienia i modyfikacje rachunku sekwentdw, lepiej sprawdzajace si¢ na polu badan nad
logikami nieklasycznymi. Jednym z nich byt rachunek hipersekwentéw, ktory niezaleznie
od siebie skonstruowali w latach 80tych Pottinger i Avron. W podejsciu tym pojedyncze
sekwenty zastepuje sie multizbiorami sekwentéw. To proste uogodlnienie pozwala na
przezwyciezenie wielu trudnoscei, ktore generuje zwykty rachunek sekwentowy. Praca P.
Bednarskiej - przedstawia zastosowanie rtachunkéw  hipersekwentowych do  logik
modalnych, a wlasciwie do logiki S5. Rozprawa napisana jest w jezyku angielskim, liczy
84 strony i sktada sie z 7 rozdzialéw, poprzedzonych wstepem, 1 bibliografii.

Wlasciwg recenzje poprzedze krotka charakterystyka zawartoscli, Wsiep zawiera
krotkie wprowadzenie o charakterze historycznym dotyczace teorii dowodu i rachunku
sekwentowego. Po scharakteryzowaniu probleméw jakich nastreczal standardowy
rachunek sekwentowy w zastosowaniach do logik nieklasycznych, Autorka krotko omawia
rozmaite uogdlnienia, w tym: systemy etykietowane, systemy zagniezdzone, oraz systemy
operujace roznymi rodzajami sekwentow oraz sekwentami z wigksza iloscig argumentow.
Rozdzial 1 ma charakter technicznego wprowadzenia. Znajdujemy w nim prezentacje
jezyka zdaniowych logik modalnych, aksjomatyzacje kilku kluczowych systemow (K, T,
S4, S5) 1 ich semantyki relacyjnej. Nastepnie znajdujemy opis dwoch wariantow
standardowego rachunku sekwentéw wraz z definicjami kluczowych pojeé technicznych:
dowodu, jego rozmiaru, wyprowadzalnych 1 dopuszezalnych regul. Najwazniejszy
fragment tego rozdzialn dotyczy problemu eliminacji reguty cigcia. Reguta cigcia jest
bardzo waznym elementem rachunkéw sekwentowych ale, z punktu widzenia ich
zastosowan, np. w dowodach rozstrzygalnodci, wazne jest wykazanie, ze system nie
wykorzystujacy tej reguty pozwala na dowiedzenie tych samych twierdzen. To glownie
problemy z dowodem tego wyniku dla wielu sekwentowych formalizacji logik
nieklasycznych przyczynily sie do konstruowania rozmaitych rachunkow o ogélniejszym
charakterze, w tym rachunku hipersekwentéw. Autorka pokazuje na przyktadzie
standardowe] formalizacji S5 dlaczego reguta ciecia jest w nim nieeliminowalna.



Rozdziat 2 po$wiccony jest prezentacji rachunku hipersekwentowego i rozmaitych
rozwiazan problemu eliminacji cigcia dla S5. Po wprowadzeniu ogdlnego formalizmu
adekwatnego dla logiki klasycznej Autorka w ciekawy sposéb pokazuje, ze sama regula
ciecia moze przybraé rozmaite formy na gruncie tego uogélnienia. Reszta rozdziatu to
detaliczne omoéwienie az szeSciu roznych formalizacji S5 na gruncie rachunku
hipersekwentow, ktére zostaly zaproponowane przez: Pottingera, Avrona, Restall,
Poggiolesi, Lahava i Kurokawe. Autorka poréwnuje ze sobg poszczegSlne systemy
pokazujac, w jak rézny sposob mozna na gruncie rachunku hipersekwentéw uzyskac ten
sam cel. Zaskakujace jest, ze pewne systemy uzyskuja go przez podanie regut logicznych
charakteryzujacych spojnik koniecznogei a inne uzyskuja go z pomoca specyficznych regut
o charakterze strukturalnym, tj. przez przeksztalcenia hipersekwentow. To zestawienie i
poréwnanie réznych rozwigzan proponowanych dla tej samej logiki jest bardzo
przekonujacym sposobem prezentacii sity ekspresji podejscia hipersekwentowego.

Kolejne rozdzialy dajg przeglad rozmaitych sposobéow dowodzenia eliminacii
ciecia. W rozdziale czwartym oméwione sg strategiec dowodzenia o charakterze posrednim,
semnantycznym, poprzez podanie semantycznego dowodu pelnosci odpowiedniego systemu
bez reguly ciecia. Autorka pokazuje, ze w ten sposob mozna dowies¢, iz cigeie jest reguly
eliminowalng w systemie Pottingera. Jest to o tyle waine, ze rozwigzanie Pottingera
zostalo podane jedynie w krotkim abstrakcie, ktéry nie zawiera zadnego dowodu i - o ile
mi wiadomo - poprawnos¢ wyniku Pottingera nie zostala dotad nigdzie potwierdzona.

Rozdzial 4 zawiera obszerna prezentacje dowodu eliminacji cigcia w systemie
Avrona dla S5. Avron przedstawil jedynie szkic tego dowodu, ktéry tak naprawde moze
byé w rézny sposob rozwinigety. Istota podejécia Avrona jest uogdélnienie hipotezy
indukeyinej, ktora dopuszeza inne rozwigzanie dla formul klasycznych a inne dla formul
modalnych. Autorka zamiast tego wprowadza eksplicite dwie reguty cigcia, jedng dla
formut klasycznych a druga dla formul modalnych co sprzyja wigkszej czytelnosci
dowodu. Oryginalny szkic dowodu Avrona budzit tez watpliwosci gdyz operowal
rogdlnieniem reguly ciecia (tzw. regula Mix) podobnym do zastosowanego przez
Gentzena ale kluczowa indukcja w dowodzie Gentzena operuje pojeciem wielkosci
dowodu a nie rangi jak u Gentzena. Uogdlnienie pojecia rangi na dowody
hipersekwentowe jest problematyczne, stad Avron odwohije si¢ do pojecia wielkosei
dowodu. Z drugiej strony nie jest jasne jak indukcje po wielkosci przeprowadzic w
odniesieniu do reguly Mix. Szkic dowodu Avrona zostawia te sprawy bez wyjasnienia co
moze budzié watpliwosci czy rezultat jest faktycznie dowiedziony. Autorka pokazuje, ze
dowdd mozna istotnie przeprowadzi¢ korzystajac ze strategii Taita 1 Girarda
zastosowanych w odniesieniu do logiki klasycznej. Tak zrekonstruowany dowod jest
bardzo skomplikowany, jednak jego szczegblowa prezentacja podana przez Bednarska nie
pozostawia watpliwosci, ze rezultat Avrona faktycznie zachodzi. Jednak jego zlozonosé
prowokuje pytanie czy mozna znalez¢ prostsze dowody, w szczegdlnodel takie, ktore
unikaja uzywania dodatkowych regut ciecia i ktore pokazuja bezposrednio eliminowalnosé
ciecia a nie reguly mix. OdpowiedZz na te pytania znajdujemy w dwoch kolejnych
rozdziatach.

Rozdziat 5 pokazuje jak mozna do hipersekwentowych formalizacji dla 53
zastosowaé ogolna metode dowodu eliminacji ¢igeia wypracowana dla hipersekwentowych
formalizacii logik rozmytych przez Metcalfa, Olivettiego i Gabbaya. Metoda ta pracuje dla
dowolnej formalizacji, w ktorej wszystkie reguly pierwotne spelniajg warunki
podstawialnosci i redukowalnodci. W pierwszej czesei Autorka wykazuje, ze system
Restalla spelnia te warunki, zatem powyzszy dowdd stosuje sig¢ do niego. Jest to znow
definitywne rozwiazanie problemu, ktory zostat przez Restalla jedynie naszkicowany, co
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wiece] w sposéb budzacy watpliwosei co do jego poprawnosci. W drugie] czgsci rozdziatu,
Bednarska streszcza dowad Kurokawy dla jego systemu, ktory pokazuje, ze nawet jezeli
nie wszystkie reguly spehiaja warunki podstawialnosei i redukowalnosci, to dowod
Metcalfa, Olivettiego i Gabbaya mozna zastosowaé kosztem pewnych lokalnych
modyfikacji.

W rozdziale 6 pokazano w jaki sposéb mozna do rachunkéw hipersekwentowych
zastosowaé strategie Dragalina, ktéra jest bardzo popularna w teoriodowodowych
badaniach nad teoriami matematycznymi. Podejscie Dragalina pozwala na prosty 1
przejrzysty dowdd eliminacji cigcia, ale za ceng wstgpnego udowodnienia dopuszczalnosci
wielu regul strukturalnych takich jak ostabianie, kontrakcja czy odwracalnos¢ regut
pierwotnych. W pierwszej czg$ci Autorka streszcza dowod Poggiolesi dla jej systemu,
przeprowadzony uogélniona technika Dragalina. W drugiej czesci zaprezentowana jest
adaptacja tej techniki do systemu Pottingera. Warto zauwazyc¢, ze Autorka dokonuje tuta
daleko idacych zmian w systemie Pottinger, wyjasniajac dlaczego omawiana technika nie
daje rezultatu w odniesieniu do jego oryginalnych regut. Ze wzgledu na to mamy tu
faktycznie prezentacje kolejnego (siddmego) systemu hipersekwentowego dla S5.

Ostatni rozdzial ma nieco inny charakter. Autorka przytacza szereg innych
wlasnodci, ktére uwazane sg z réznych powodéw za korzystne dla regul w systemach
sekwentowych. Na gruncie standardowych formalizacji dla logik modalnych pokazuje, ze
nawet w tych przypadkach gdzie eliminacja cigeia zachodzi (np. logiki K, T, 84), to inne
wlasnodei nie sa spelnione, co pokazuje, ze systemy te sa w pewien sposob wadliwe.
Okazuje sie, ze omawiane wczesnie] rozwiazania hipersekwentowe tez nie spetniajg wielu
z podanych warunkdéw. Bednarska prezentuje jednolita formalizacje dla wielu logik
modalnych oparta na modyfikacji pojecia hipersekwentu - nie jest on multizbiorem
sekwentow ale ich skofczona lista. Takie podejscie w elegancki sposéb pozwala
scharakteryzowa¢ wiele logik modalnych poprzez sukcesywne dodawanie regut
strukturalnych, ktore odpowiadaja poszezegélnym aksjomatom. Podejécie to spelnia
warunki wymagane od regul sekwentowych ale niestety nie jest jasne w jaki sposob
dowodzi¢ eliminowalnoéci ciecia w tym systemie. Omawiane dotad strategie zawodza,
gdyz zakladaja, ze hipersekwenty sa przemienne. Jest to otwarty problem badawczy,
ktérego rozwiazanie bedzie z pewnoscia waznym rezultatem teoriodowodowym.

Ocena rozprawy. Pani magister Bednarska postawila sobie ambitne zadanie
zreferowania problematyki trudnej i malo znanej w srodowisku logikéw polskich, chot
mocno badanej w $wiecie. Praca napisana jest w sposob przejrzysty i zawiera wiasne
wyniki, ktére pokazuja, ze skomplikowany warsztat pracy na gruncie teorii dowodu zostat
przez Autorke nalezycie opanowany. Omawianej pracy mozna jednak postawié parg
zarzutow. Autorka nie uniknela drobnych bledéw o charakterze literéwek i gramatycznych
bad? stylistycznych usterek. Nie brak tez bledéw redakeyjnych, np. na stronie tytulowe]
nie jest podane nazwisko Promotora. Sa tez pewne nickonsekwencje notacyjne i
terminologiczne, np. dowody taz sg oznaczane matg literka ,,d” a w innych miejscach duza.
Brak tez charakterystyki logiki D w rozdziale 1 cho¢ prezentuje si¢ jej formalizacjg w
rozdziale 7. Sa to jednak usterki drobne, ktére tatwo wyeliminowaé. Powazniejszy zarzut
jaki mozna postawic¢ to nieco ograniczony materiat logiczny poddany analizie w rozprawie.
Autorka podkreéla wprawdzie, ze rozprawa ma charakter metodologiczny i skupiona jest
na analizie metod dowodzenia eliminacji ciecia na gruncie rachunkéw hipersekwentowych,
tym niemniej mozna byloby si¢ pokusié o bardziej zréznicowany materiat ilustracyjny. S5
jest wprawdzie logikg bardzo wazna, a prezentacja réznych metod na przykladzie tej samej
logiki pozwala lepiej skupi¢ sie na detalach technicznych proponowanych rozwiazan, ale



wydaje sie, ze dolaczenie egzemplifikacji zaczerpnigtych z formalizacji innych logik lepie)
pokazywatoby uniwersalnos$¢ podejscia hipersekwentowego. Niedosyt budzi tez rozdziat 7
gdyz Autorce nie udato sie znaleZ¢ rozwigzania problemu eliminacji cigcia dla
przedstawionej tam formalizacji. Rozwigzanie tego problemu byloby waznym wynikiem
wlasnym, pozostaje mie¢ nadzieje, ze Autorka w dalszej pracy badawczej takie
rozwiazanie odnajdzie. Ograniczenia rozprawy, ktore wskazatem, powoduja, ze jej tytut
wydaje sie zbyt ogblny w stosunku do faktycznej zawartoéci. Tym niemniej koncowa
ocena pracy wypada dobrze. W zwigzku z tym, bez najmniejszych watpliwosci proszg o
dopuszczenie Pani Bednarskiej do dalszych etapow postgpowania.
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