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Rozprawa Pani magister Bednarskiej dotyczy jednego z najwaZniejszych uo96lnien
rachunku sekwentowego zwanego rachunkiem hipersekwent6w. Rachunki sekwentowe
zostaly skonstruowar'.e przez Gerharda Gentzena w latach 30tych ubieglego wieku i szybko
staly sig, obok system6w dedukcji naturalnej, jednym z podstawowych narzqdzi
wsp6lczesnej teorii dowodu. W drugiej polowie XX w. kiedy zaczqto stosowa6 metody
teoriodowodowe do rozmaitych logik nieklasycznych okazalo sig jednak, Ze standardowy
rachunek sekwent6w nie zawsze dobrze sig nadaje do ich analizy a uzyskiwane
formalizacje nie posiadajq wielu interesuj4cych wlasno6ci, kt6re przesqdzaly o tynr, ze
rachunek sekwent6w tak dobrze sprawdzal sig w odniesieniu do logiki klasycznej i teorii
budowanych na klasycznej podstawie. To spor.vodowalo, ze zaczEto konstruowai rozmaite
uog6lnienia i modytikacje rachunku sekwent6w, lepiej sprawdzaj4ce sig na polu badai nad
Iogikami nieklasycznymi. Jednym z nich byl rachunek hipersekwent6w, kt6ry niezaleZnie
od siebie skonstruowali w latach 8Otych Pottinger i Avron. W podej3ciu tym pojedyncze
sekwenty zastgpuje sig multizbiorami sekwent6w. To proste uog6lnienie pozwala na
przezwycigZenie wielu trudnoici, kt6re generuje zwykly rachunek sekwentowy. Praca P.
Bednarskiej przedstawia zastosowanie rachunk6w hipersekwentowych do logik
rnodalnych, a wlaiciwie do logiki 55. Rozprawa napisana jest w jgzyku angielskim, liczy
84 strony i sklada sig z7 rozdzial6w, poprzedzonych wstgpem, i bibliografii.

WlaSciw4 recenzjg poprzedzg k6tk4 charakterystyk4 zawarto5ci, Wstgp zawiera
kr6tkie wprowadzenie o charakterze historycznym dotyczqce teorii dowodu i rachuttku
sekwentowego. Po scharakteryzowaniu problem6w jakich nastrgczal standardowy
rachunek sekwentowy w zastosowaniach do logik nieklasycznych, Autorka kr6tko omawta
rozmaite uog6lnienia, w tym: systemy etykietowane, systemy zagnieZd2one, oraz systemy
operuj4ce r62nymi rodzajami sekwent6w oraz sekwentami z wiEksz4 ilo5ci4 argument6w,
Rozdzial 1 ma charakter technicznego wprow-adzenia. Znajdu.iemy w nim prezentacjg
jgzyka zdaniowych logik modalnych, aksjomatyzacjg kilku kluczowych system6w (K, T,
54, S5) i ich semantyki relacyjnej. Nastgpnie znajduj emy opis dw6ch wariant6w
standardowego rachunku sekwent6w wraz z defnicjami kluczowych pojg6 technicznych:
dowodu, jego rozmiaru, wyprowadzalnych i dopuszczalnl,ch regul. Najwazniejszy
fragment tego rozdzialu dotyczy problemu eliminacji reguly cigcia. Regula cigcia jest
bardzo waZnym elementem rachunk6w sekwentor.r,ych ale, z punktu widzenia ich
zastosowafi, np. rv dowodach rozstrzygalnoSci, wa2ne jest wykazanie, 2e system nie
wykorzystuj4cy tej reguly pozwala na dowiedzenie tych samych twierdzel.r. To gl6wnie
problemy z dowodem tego wyniku dla wielu sekwentowych formalizacji logik
nieklasycznych przyczyntly sig do konstruowania rozmaitych rachunk6w o og6lniejszym
charakterze, w tym rachunku hipersekwent6w. Autorka pokazuje na przykladzte
standardowej formalizacji S5 dlaczego regula ciEciajest w nim nieeliminowalna.



Rozdzial 2 poSwigcony jest prezentacji rachunku hipersekwentowego i rozmaitych
rozwi4zai problemu eliminacji cigcia dla 55. Po wprowadzeniu og6lnego formalizmu
adekwatnego dla logiki klasycznej Autorka w ciekawy spos6b pokazuje, 2e sama regula
ciEcia moze przybra( rozmaite fomy na gruncie tego uog6lnienia. Reszta rozdzialu to

detaliczne om6wienie aZ szeSciu r62nych formalizacji 55 na gruncie rachunku
hipersekwent6w, kt6re zostaly zaproponowane przez: Pottingera, Avlona, Restall,
Poggiolesi, Lahava i Kutokawg. Autorka por6wnuje ze sobq poszczeg6lne systemy
pokazujqc, wjak r6zny spos6b moZna na gruncie rachunku hipersekwent6w uzyskai ten
sam cel. Zaskakuj4ce jest, ze pewne systemy uzyskuj4 go przez podanie regul logicznych
cl.rarakteryzuj4cych sp6jnik koniecznoSci a inne uzyskq4 go z pomocq specyficznych regul
o clrarakterze strukturalnym, tj. przez przeksztalcenia hipersekwent6w. To zestawienie i
por6wnanie r62nych rozwi4zan proponowanych dla tej samej logiki jest bardzo
przekonuj4cym sposobem prezentacji sily ekspresji podejScia hipersekwentowego

Kolejne rozdzialy daj4 przegl4d rozmaitych sposob6w dowodzenia eliminacji
cigcia. W rozdziale czwaftym om6wione s4 strategie dowodzenia o charakterze po5rednirr,
semantycznym, poprzez podanie semantycznego dowodu pelnoSci odpowiedniego systemu
bez reguly cigcia. Autorka pokazuje, ze w ten spos6b mo2na dowieS6, i2 cigcie jest regul4
eliminowaln4 w systemie Pottingera. Jest to o tyle waZne, 2e rozwi4zanie Pottingera
zostalo podane jedynie w kr6tkim abstrakcie, kt6ry nie zawiera zadnego dowodu i - o ile

mi wiadomo - poprawnoSi wyniku Pottingera nie zostala dot4d nigdzie potwierdzona
Rozdziai 4 zartera obszem4 prezentacjg dowodu eliminacji cigcia w systemie

Avrona dla 55. Avron przedstawil jedynie szkic tego dowodu, kt6ry tak naprawdg moZe
by6 w r62ny spos6b rozwinigty. Istot4 podej6cia Avrona jest uog6lnienie hipotezy
indukcyjnej, kt6ra dopuszcza inne rozwi4zanie dla formul klasycznych a inne dla formul
modalnych. Autorka zamiast tego wprowadza eksplicite dwie reguly cigcia, jedn4 dla
formul klasycznych a drug4 dla formul modalnych co sprzyja wigkszej czytelnoSct
dowodu. Oryginahry szkic dowodu Avrona budzil teZ wqtpliwo(ci gdy2 operor'val
uog6lnieniem regulv cigcia (tzw. regula Mix) podobnym do zastosowanego przez
Gentzena ale kluczowa indukcja w dowodzie Gentzena operuje pojgciem wielkoSct
dowodu a nie rangi jak u Gentzena. Uog6lnienie pojgcia rangi na dowody
hiper sekwentor.ve jest problematyczne, st4d Avron odwoluje sig do pojEcia wielkoSci
dowodu. Z drugiej strony nie jest jasne jak indukcjq po wielkoSci przeprowadzii w
odniesieniu do reguly Mix. Szkic dowodu Avrona zostar,via te sprawy bez wyjadnienia co
nroZe budzii w4tpliwoSci czy rezultat jest faktycznie dowiedziony. Autorka pokazuje, 2e
dow6d rnoZna istotnie przeprowadzt6 korzystaj4c ze strategii Taita i Girarda
zastosowanych w odniesieniu do logiki klasycznej. Tak zrekonstruowany dow6d jest

bardzo skomplikowany, jednak jego szczeg6lowa prezentaqa podana przez BednatskE nie
pozostawia rv4tpliwoSci, ze reznllat Avrona faktycznie zachodzi. Jednak jego zloZono(i
prowokuje pytanie czy moZna znale2(, prostsze dowody. w szczeg6lno6ci lakie. kt6re
unikajE uzywania dodatkowych regul ciEcia i kt6re pokazuj4 bezpoSrednio eliminorvalno(c
cigcia a nie reguly mix. OdpowiedL na te pytania znaj duj emy w dw6ch kolejnych
rozdzialach.

Rozdziatr 5 pokazuje jak mozna do hipersekwentowych formalizacji dla 55
zastosowai o96ln4 metodg dowodu eliminacji cigcia wypracowan4 dla hipersekwentowych
formalizacji logik rozmytych przezMelcalfa, Olivettiego i Gabbaya. Metoda ta pracuje dla
dowolnej formalizacji, w kt6rej wszystkie reguly pierwotne spelniaj4 warunki
podstawialnoici i redukowalno(ci. W pierwszej czgSci Autorka wykazuje, ze system
Restalla spelnia te warunki, zatem poryzszy dow6d stosuje sig do niego. Jest to zn6w
definitywne rozwi4zanie problemu, kt6ry zostal przez Restalla jedynie naszkicowany, co



wigcej w spos6b budz4cy w4tpliwoSci co do jego poprawnoSci. W drugiej czqSci rozdzialu,

Bednarska streszcza dow6d I(urokawy dla jego systemu, kt6ry pokazuje, Ze nawet.iezeli

nie wszystkie reguly spelniaj4 warunki podstawialnoSci i redukowalnoSci, to dow6d

Metcalfa, Olivettiego i Gabbaya mozna zastosowai kosztem pewnych lokalnych

modyfikacji.
W rozdziale 6 pokazano w jaki spos6b moZna do lachunk6w hipersekwento\'vych

zastosowa6 strategiE Dragalina, kt6ra jest bardzo popularna w teoriodowodowych
badaniach nad teoriami matematycznymi. PodejScie Dragalina pozwala na prosty i
przejrzysry dorv6d eliminacji cigcia, ale za cenE wstEpnego udowodnienia dopuszczalnoSct
wielu regul strukturalnych takich jak oslabianie, kontrakcja czy odwracalnoSi legul
pierwotnych. W pierwszej czgsci Autorka streszcza dow6d Poggiolesi dla jej systemu,
przeprowadzony uogolniona technika Dragal ina. W drtrgiej  cze(ci  zaprezentor. l  ana jest

adaptacja tej techniki do systemu Pottingera. Warto zauwazy6, Ze Autorka dokonuje tutaj

daleko id4cych zmian w systemie Pottinger, wlla5niajqc dlaczego omawiana technika nie
daje rezultatu w odniesieniu do jego oryginalnych regul. Ze wzglEdu na to mamy tu

faktycznie prezentacjg kolejnego (si6dmego) systemu hipersekwentowego dla S5.
Ostatni rozdzial ma nieco inny charakter. Autorka ptzttacza szereg innych

n'lasnoSci, kt6re uwazane sq z r6Znych powod6w za korzystne dla regul w systemach
sekwentowych. Na gruncie standardowych fomalizacji dla logik modalnych pokazuje, Ze

nawet w tych przypadkach gdzie eliminacja cigcia zachodzt (np. logiki K, T, S4), to inne

wlasnorici nie s4 spelnione, co pokazuje, ze systemy te sq w pewien spos6b wadliwe.

Okazuje siE, Ze omawiane wcze3niej 'rozwi4zania hipersekwentowe tez nie spelniaj4 wielu
z podanych warunk6w. Bednarska prezentuje jednolit4 formalizacjg dla wielu logik
modalnych opart4 na modyfikacji pojgcia hipersekwentu - nie jest on multizbiorem
sekwent6w ale ich skofczon4 list4. Takie podejScie w elegancki spos6b pozwala
scharakteryzowa6 wiele logik modalnych poprzez sukcesywne dodawanie regul
strukturahrych, kt6re odpowiadaj4 poszczeg6lnym aksjomatom. PodejScie to spelnia
warunki wymagane od regul sekwentowych ale niestety nie jest jasne w jaki spos6b
dowodzid eliminowalnoSci cigcia w tym systemie. Omawiane dot4d strategie zawodzq,
gdyz zaktadal4,2e hipersekwenty s4 przemienne. Jest to otwarty problem badawczl',
kt6rego rozr.vi4zanie bgdzie z pewnoSci4 waZnym rezultatetn teoriodowodollytn.

Ocena rozprawy. Pani magister Bednarska postawila sobie ambitne zadanie
zreferowania problematyki trudnej i malo znanej w Srodowisku logik6w polskich, choi
mocno badanej w Swiecie. Praca napisana jest w spos6b przejrzysly i zawiera wlasne
wyniki, kt6re pokazuj4,2e skomplikowany warsztat pracy na gruncie teorii dowodu zostal
przez Autorkg nalezycie opanowany. Oman'iar.rej pracy mozna jednak postawii parq

zarzul6w. Autorka nie unikngla drobnych b19d6w o charakterze liter6wek i gramatycznych

b4dZ stylistycznych usterek. Nie brak tez blgd6w redakcyjnych, np. na stronie tytulowej
nie jest podane nazwisko Promotora. S4 tez pewne niekonsekwencje notacyjne i
terminologiczne, np. dowody raz s4 oznaczane ma14 literkq ,,d" a w innych miejscach duz4
Brak tez charakterystyki logiki D w rozdziale 1 cho6 prezentuje sig jej formalizacjq u'
rozdziale 7. 54 to .jednak usterki drobne, kt6re latwo wyeliminowa6. P ow aZniejszy zatzut
jaki moZna postawii to nieco ograniczony material logiczny poddany analizie w rozprawie.
Autorka podkreSla wplawdzie, ze rozpra\\a ma charakter metodologiczny i skupiona jest

na analizie metod dowodzenia eliminacji cigcia na gruncie rachunk6w hipersekwentowych,
tym niemniej mozna byloby sig pokusii o bardziej zr6Znicowany material ilustracyjny 55
jest wprawdzie logik4 bardzo wazn4, a prezentacja r6znych metod na przykladzie tej samej
Iogiki pozwala lepiej skupi6 sig na detalach technicznych proponowanych rozwiqzah, ale



wydaje sig, Ze doL4czenie egzemplifrkacji zaczerpnigtych z formalizacji innych logik lepiej
pokazywaloby uniwersalno56 podejScia hipersekwentowego. Niedosyt bttdzi tez rozdztal7
gdyZ Autorce nie udalo sig znale2(, rozwiapania problemu eliminacji cigcia dla
przedstawionej tam formalizacji. Rozwi4zanie tego problemu byloby waZnym wynikiem
wlasnym, pozostaje miei nadzieje, 2e Autorka w dalszej pracy badawczej takie
rozwi4zanie odnajdzie. Ograniczenia rczprary, kt6re wskazalem, powoduj4, ze jej tytul
wydaje sig zblt og6lny w stosunku do faktycznej zawartoSci. Tym niemniej koricowa
ocena pracy wypada dobrze. W zwiqzku z lym, bez najmniejszych w4tpliwoSci proszq o
dopuszczenie Pani Bednarskiej do dalszych etap6w postgpowania.


